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Resumen

El célculo proposicional se basa proposiciones que son tautologias, antilogias y de tipo
contingente, construidas con las operaciones de disyuncién, conjuncién, y negacion, asi
como con el llamado condicional material para trasladar los enunciados condicionales. Con
todo ello se obtiene una estructura de algebra de Boole, que permite equiparar el cilculo
proposicional al cilculo algebraico booleano. En parte, la simplificacién conceptual que se
obtiene resulta de ser el orden parcial del dlgebra equivalente a la afirmacion del condicional
material. Ademds, con tal metodologia cabe ver qué partes del cdlculo proposicional clasico
pueden trasladarse, aun con limitaciones, a estructuras mds débiles y, a la vez, mds generales,
como son los ortoreticulos no booleanos o las dlgebras de De Morgan.

El calculo proposicional trata con la deduccion. Por ello, el articulo lo desarrolla a partir
de un operador de consecuencias en el sentido de Tarski. Ampliado el modelo deductivo, es
facil ver otras consecuencias que las usualmente consideradas en los textos elementales; en
particular, se analizan cuatro esquemas de razonamiento deductivo tipicos y, entre ellos, se
presta especial atencion a los usuales Modus Ponens y Modus Tollens.

En el caso de las estructuras algebraicas de conjuntos ‘borrosos’, ninguna es de dlgebra
de Boole ni siquiera de orto-reticulo y s6lo cabe trabajar, en algunos casos, con dlgebras de
De Morgan-Kleene. Por lo tanto el cdlculo proposicional ‘fuzzy’ debe construirse de acuerdo
con la estructura algebraica que corresponda en cada caso y una vez elegida como represen-
tacion del condicional una funcién que verifique el Modus Ponens (‘condicional borroso’).
Palabras clave: Célculo Proposicional Clasico, Algebra de Boole, Operadores de Consecuen-
cia Logica, Conjeturas
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Abstract

Classical Propositional Calculus deals with propositions that are tautologies, antilogies
or contingent, by means of the basic connectives disjunction, conjunction, and negation, as
well as the material conditional for translating conditional statements into symbolism. Since
a Boolean Algebra is obtained, Propositional Calculus could be reduced to just Boolean Cal-
culus. This conceptual simplification comes since the partial order is equivalent to asserting
the material conditional. Moreover, this methodology allows to analyze which parts of the
classical calculus could be directly translated into weaker, and more general algebraic struc-
tures as, for instance, orthomodular non boolean ortholattices, and De Morgan algebras.

Propositional calculus is deductive; hence, it is developed in the paper from a Tarski’s
Consequence Operator. Once the deductive model is newly viewed in this way, it is easy to
reach other consequences different from those usually appearing in the Textbooks. In parti-
cular, and instead of only the two well-known schemes of Modus Ponens and Modus Tollens
(notwithstanding, specially considered), four similar schemes of reasoning are studied.

Among the algebraic structures of fuzzy sets, there are neither Boolean algebras, nor pro-
per ortholattices, but only some De Morgan-Kleene algebras. So, Fuzzy Propositional Cal-
culus should only be done in the particular algebraic structure corresponding at each case,
and once it is choosen a conditional function verifying Modus Ponens (fuzzy conditional).
Keywords: Classical Propositional Calculus, Boolean Algebras, Consequence Operators,
Conjectures

1. Introduccion

Los mas conocidos manuales (espafioles) de Logica Formal del siglo pa-
sado (vid. por ejemplo, [10] [6], y [11]), solian obviar el facil calculo boo-
leano que data de 1847 [4], y mostraban las pruebas de las tautologias bien
por pasos, en cada uno de los cuales se aplica una de las llamadas reglas
de ‘inferencia’, bien por medio del atin mas tedioso método consistente en
calcular la tabla de verdad de la presunta tautologia. Ello, ademas, cuando
la validez de las formulas consideradas no puede darse en otro contexto que
el de las algebras de Boole. Denotando la conjuncién por ., la disyuncion
por +, y la negacion por ', comparese, por ejemplo, cualquier prueba del
Modus Tollens,

P —=aq)&q—=p,
en los manuales que la muestran, con la brevedad del cilculo booleano,
q.(p—=q) =q.p"+q)=q"p" =P,

equivalente a q'.(p = q) = p' = 1, es decir a que (p = q) & ¢’ — p' es una
tautologia. Para probar que la formula (p+q).(p+r) — (p+q.r) es una ley
logica, se requiere aplicar sucesivamente no menos de diez pasos ‘inferen-
ciales’ clasicos, en tanto que con el calculo booleano la prueba se obtiene en
solo los tres pasos algebraicos (p + q).(p + r) = (p+q.r) = p'.q'+p' .7 +p+q.r =
p'(q.r)+p+q.r = p+(q:¥) +q.r = 1.
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El célculo booleano permite mostrar, también rapidamente, si una for-
mula ldgica no es una tautologia; por ejemplo, la férmula (p — q).q = p, no
es valida para cualesquiera p y q, ya que (q.(p = q))+p=q' + (p' +q) +p
=q' +p.q +p=q +p=1,equivaleag —=p =1, 0q = p, que no sera siem-
pre el caso. No es, por tanto, una tautologia o ley logica, y ademds quedan
determinados los casos (q < p) en los que la férmula es valida.

No s6lo los cilculos booleanos son estructurales y mds simples, sino
que con ellos cabe obtener otras consecuencias logicas ademas de aquellas
constituidas sea por los términos que aparecen en las formulas, sea por sus
negaciones. Por ejemplo, en el caso del Modus Tollens, no sélo es p’ una
consecuencia de las premisas g' y p — ¢, sino que también lo es cualquier x
tal que x = ¢g'.p’, como es el caso de x = g'+p’ = (p.q)'. Notese que de existir
algun x tal que g'.p’ < x < p’, también se deduce de aquellas premisas, y es
una consecuencia logica de ellas. Con frecuencia, en el razonamiento ordi-
nario, son mds interesantes tales x que la consecuencia clasica p’, que es la
negacion de uno de los datos de partida.

Ademas, y gracias al concepto de operador de consecuencias, o sistema
deductivo, introducido por Alfred Tarski en los afios treinta del siglo pa-
sado [20], no cabe confundir ‘deducciéon’ con ‘inferencia’, asi como hacer
ver que la validez de las férmulas depende del particular sistema deductivo
que se considere. El sistema deductivo ‘oculto’ en aquellos manuales, co-
rresponde al mayor de los operadores de consecuencias que cabe considerar
en las algebras de Boole; algo anilogo a lo que sucede con el condicional
material a = b = a' + b, que es el mayor condicional posible en las algebras
de Boole y sélo en ellas.

La nueva teoria de los llamados modelos CHE (por consecuencias, hipo-
tesis, especulaciones, [9], [20]) permite ir aun mas lejos de la deduccion, que
no se da en mds alla del 25% de los razonamientos ordinarios [17]. Por ello,
y en el reducido ambito tedrico de las algebras de Boole, cuya abundancia
de leyes limita su utilidad como marco de representacion a una pequena
parte del razonamiento ordinario, este articulo presenta una aplicacion de
esos modelos a los cuatro casos elementales en los que las premisas son

1.p — q, p (Modus Ponens)

2.p—=>q,9g

3.p—=q.p

4.p — q, q' (Modus Tollens),
de los cudles los 2 y 3 no suelen considerarse en los manuales usuales. Ello
tal vez, por cuanto con los métodos alli empleados sélo cabe deducir las
segundas premisas, g o p', respectivamente.
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El razonamiento ordinario intenta, usualmente, ir mas alla de las premi-
sas disponibles y, en este sentido, aquellos manuales se quedan cortos. Por
lo que respecta al estudio del razonamiento ordinario, hasta cierto punto y
aun siendo algunos de ellos unos buenos textos, actualmente y por lo me-
nos cabe considerarlos incompletos. Por ejemplo, ninguno de ellos presta
la menor atencion al importante razonamiento probabilistco, como hace
por ejemplo el bien conocido texto [14] de 1981, y ya habia hecho George
Boole en su ‘Laws of Thought’ [5] de 1854. Lo que sigue solo pretende
ilustrar, con ejemplos elementales, una posible via para actualizar una parte
de los contenidos de los cursos en los que tales manuales se hayan venido
recomendando.

Téngase en cuenta que al hurtar la centralidad de la estructura de algebra
de Boole en el calculo proposicional clasico, también se hurta la practica
del cédlculo booleano que no sélo es de gran importancia para las aplicacio-
nes, sino mas sencillo que el calculo aritmético. Por descontado que hubo
alguna excepcion, como es el caso de [15] que, no s6lo fue mucho menos
conocido que los [6] y [11], sino que no es suficientemente claro al respecto.

2. Conceptos basicos

A lo largo de este articulo se trabajara fundamentalmente con dlgebras
de Boole (L, =<, +, .,/ ; 0, 1), estructuras en las que (L,<) es un conjunto
parcialmente ordenado con minimo (0) y maximo (1), en el que de definen
operaciones de union (+), interseccion (.) y negacion ('), verificando las pro-
piedades de idempotencia, conmutatividad, asociatividad, distributividad y
leyes de De Morgan, ademads de los principios de no contradiccion y tercero
excluido y siendo la negacion involutiva con la propiedad de reversibilidad
respecto al orden parcial.

Asi mismo se hace alusion a estructuras algebraicas mas débiles que las
algebras de Boole, como los orto-reticulos, en los que las tnicas leyes boo-
leanas que no se verifican son las dos distributivas, y los reticulos ortomo-
dulares que son orto-reticulos en los que es a < b < b = a+a’ .b. Las dlgebras
de De Morgan tienen todas las propiedades booleanas excepto las leyes de
no-contradiccion (a . a' = 0) y tercero-excluido (a + a’' = 1).

Sélo en las dlgebras de Boole son indistinguibles los conceptos de incom-
patibilidad (a . b = 0) y contradiccion (a < b'); tal indistinguibilidad no se
mantiene en las otras estructuras citadas ni, mucho menos, en el razona-
miento ordinario.
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2.1.

Dados un conjunto X y una familia de sus subconjuntos § C P(X), una
aplicacion C : § — § es un J-operador de consecuencias en el sentido de
Tarski [20], si verifica

1. P C C(P) (C es extensivo)

2. PC Q= C(P) C C(Q) (C es monotono)

3. C(C(P)) = C*P) = C(P) (C es una clausura),
para cualquier P, O en §. Un tal operador se llama

e Consistente, si ¢ € C(P) = g’ & C(P), para todo P €F, con g’ =no q

* Compacto, si para todo P € J existe {p,,..., p,} € F tal que C(P) =

CUpyres D))-

Se dice que la terna (X, §,C) es un sistema deductivo o estructura de con-
secuencias logicas. Los axiomas 1, 2 y 3, pueden comprimirse en el unico
axioma ‘P C C(Q) « C(P) C C(Q)’.

Ejemplo 2.1 Sea € = (L;s, .,+," 5 0, 1) un algebra de Boole completa y la
familia

S5, ={PEPCL;InfP=pna=0}.

De considerar conjuntos P de ‘premisas’ que sean finitos, sies P = {p ...,
plesp,=p,..p,yalser 0=p <p paratodop, P, espi=0.

Los operadores de_nidos por

e CYP)={q €EL;p"=gq}, paratodo P ESF,

e C<(P)={gE€L;IpEP:p=gq}, paratodo P ETF,
facilitan aplicaciones Ca : §, =, y C< : §, — §,, que son operadores de
consecuencias en la familia §,, y verifican C_(P) C C (P), para todo P €,

Noétese que C (P) = C ({p,}), muestra que C, es compacto; ademas, si
fuesep, =qyp,=q'seriap .p =p =<q.q9 =0,0p, =0, que es absurdo.
Por tanto, C, también es consistente. Sin embargo y en general, C_no es
compacto, aunque es consistente ya que de ser p, =gy p, = g’, serian p, - p,
= 0, que es absurdo ya que implicaria p = 0.

Nota 2.2 En cualquier dlgebra de Boole, si C es un § -operador de con-
secuencias, es C(P) C C (P) para todo P € §,. Es decir, C,_es el mayor de
los §,-operadores de consecuencias. Este resultado [1], sélo es vilido en las
dlgebras de Boole.

2.2.
Dados un algebra de Boole &, y un sistema deductivo (L, §, C) con C
consistente,
Conj(P)={qE€ L; 9’ € C (P)},
es el conjunto de las C-conjeturas de P [19], que verifica:
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* C(P) C Conj(P), las consecuencias son conjeturas de un tipo

especial.

* P C Conj(P), Conj es extensivo.

e PC Q= Conj(Q)C Conj(P), Conj. es anti-monotono.

* En general, Conj(P) &5, es decir, Conj.: § — L.

Asi,

Conj,(P) = {x € L; p, £ x'}; Conj(P) ={x €EL; Vp € P : p £ x},
son §, -operadores de conjeturas, respectivamente, y de C_(P) C C (P) sigue
Con/'CA(P) C Con/'C((P), siPEST,.

2.3.

Los conjuntos:

* Hyp(P) = {h € Conj(P); b’ & C(P)&P C C({h}); si{h} €5}, es el de

las hipotesis de P.
* Sp.(P) = Conj(P) - [C(P) U Hyp (P)], es el de las especulaciones de
P.

Noétese que Conj(P) = C(P) U Hyp (P) U Sp(P) es una particién. El
conjunto, Ref (P) = Conj (P)° = {x € L; x' € C(P)}, es el de las refutaciones
de P, con el que se obtiene la particion de L, L = Conj(P) U Ref (P) = C(P)
U Hyp(P) U Sp(P) U Ref (P).

Ejemplos 2.3 1. Con C = C, es:

o Comj(P)=[xE€L;p,¢x), Ref.(P) = [x E L; p, < x'

* Hyp (P)={h€L;0<h<p}

* Sp (P)={s€L;p, £s'&p NCs}, indicando con NC = ‘no comparable

con’, bajo el orden <
.Con C=C, es:
Conj_(P) =[x EL; VpEP:pgx'},Ref (P)={xEL;IpEP:p=<x'}
Hyp (P)={h€L;0<h<p;VpEP}
Sp_(P) ={s € L; s € Conj_(P)&s & C_(P)&s & Hyp_(P)}.

e o o |

2.4.

El calculo proposicional clasico se plantea siempre con la interpretacion
a — b =4’ + b (condicional material) de los enunciados condicionales Si a,
entonces b’. Este condicional permite asegurar el Modus Ponens y el Modus
Tollens en las algebras de Boole, ya que

a-(a—b)=a-(d+b)=ab<sb;b -(a—b)=b-(a +b)=a -b <da,

pero la verificacion de estas desigualdades tanto en orto-reticulos, como en
algebras de De Morgan [3], fuerza a que valgan todas las leyes del algebra
de Boole [21]: El condicional material es tipicamente booleano y, ademas,
no sirve siempre para representar todos los condicionales que aparecen en
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el lenguaje natural; por ejemplo, en el caso de condicional [7] “Si llueve,
Elisa lleva sombrero’, en el que Elisa puede llevar sombrero atn sin llover,
parece mas razonable una de las dos interpretaciones a’ + a - b, o a - b, que
hacen suponer que su contexto no es booleano.

Realmente, en las algebras de Boole hay mas condicionales, es decir, ope-
raciones — verificando la desigualdad a - (a — b) < b, ya que

a-zsbesz<d +b

implica que los condicionales vienen caracterizados por a — b < a'+b, lo
que muestra que el ‘material’ es el mayor de todos los condicionales posi-
bles. La equivalencia anterior es caracteristica de las algebras de Boole, y se
prueba como sigue:

l.z<sad +b=a-z<a-(a@+b)=a-bsbh.

2.a-zsb=d+a-z=d +zsd +b=zsd +z=d +b.[]

Obsérvese quea = b=b,a—=b=da',a—=b= {Z -+bf-?’ Zizz;g,
a—=b=a-b+a -b,..verificana — b <a' + by, por tanto, son condicio-
nales. Nétese que de esos condicionales, s6lo el material yela - b +a' - b’
=(a +b) - (a + b'), llamado bicondicional, son contrasimétricos, es decir,
verifican a = b = b’ — a'; basta que verifiquen el Modus Ponens para que
también verifiquen el Modus Tollens, ya que a - (a = b)<b=0b"-(b' —
a')=b"-(a— b)=<a'. Los que no son contrasimétricos son adecuados para
aquellos casos en los que no hay equivalencia entre ‘Si a, entonces b’ y ‘Si no
b, entonces no a’. Es el caso del ejemplo anterior, que, obviamente, no esta
claro que equivalga a “Si Elisa no lleva sombrero, no llueve’.

¢Qué sucede con el condicional y los operadores de consecuencias C,
y C_? En general, no se mantiene la validez de los mismos esquemas. Por
ejemplo, con el condicional conjuntivoa - b =a-b,noesa € C_({a = b,
b'})=C_({a-b,b'}) puestoque b’ =a' ®a<sb,oa-b=sa =a-b=0,n0
valen siempre.

Notas 2.4

e En [21] se ha probado que, tanto en los orto-reticulos, como en las
dlgebras de Boole, la desigualdad a - (a' + b) < b fuerza que el reticulo
sea un dlgebra de Boole. Por ello, que el condicional material verifi-
que el Modus Ponens, es decir, sirva para deducir ‘hacia adelante’,
es una propiedad exclusivamente booleana, como también lo es que
verifique el Modus Tollens, que sirva para deducir ‘hacia atrds’.

® Para ilustrar la no universalidad del condicional material en el razo-
namiento ordinario, consideremos el enunciado condicional introdu-
cido por Bertrand Russell [16],
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Si los cerdos tienen alas, hay animales con alas
cuya carne es sabrosa = a — b,
que es dificilmente aceptable como ‘verdadero’. De interpretar a —
b como a' + b, al ser a ‘falso’ vy, por tanto, a' ‘verdadero’, a — b seria
‘verdadero’. Sin embargo, de interpretar a — b como a - b, resultaria
que a — b es ‘falso’. Con la primera representacion, el enunciado de
Russell debe ser contrasimétrico, es decir, equivalente a
Si no hay animales con alas cuya carne es sabrosa,
los cerdos no tienen alas,

un enunciado tal vez menos ‘sorprendente’ que el de Russell. Con la
segunda interpretacion no sélo no es contrasimétrico, sino que b' —
a=b-a=0.1=0, conlo que el contrasimétrico también es ‘fal-
s0’.

® Veamos que, por ejemplo, el condicional material no puede emplearse
para deducir ‘hacia adelante’ en las dlgebras de De Morgan. Si en ta-
les dlgebras se verificase el Modus Ponens, es decir, la inecuacion a(a
—b)sb,cona—=b=a +b,dea-(a +b)=a-a +a.b<b,yaque
en ellas vale la ley distributiva, con b = 0 se seguiria a - a' = 0, una ley
que no se verifica en las dlgebras de De Morgan. Notese que de veri-
ficarse, para todo a del dlgebra valdria a - a' = 0, es decir, se trataria
de un dlgebra de Boole. Con mayores complicaciones técnicas (vid.
[21]) puede probarse, como se ha dicho anteriormente, que lo mismo
sucede en el caso de los orto-reticulos.

e Nota sobre la interpretacion del operador condicional.
Al representar un enunciado lingiiistico condicional ‘Si a, entonces b’
o ‘b, si a’, por una operacion condicional — y para hacer un razona-
miento deductivo hacia adelante, no sélo debe verificarse la inecua-
cion del Modus Ponens a - (a — b) < b, sino que — ha de ‘interpretar’
correctamente el significado del enunciado, es decir, lo que se quiere
decir con él.
Por ejemplo, dado el enunciado condicional ‘Si llueve, entonces llevo
paraguas’, cualquiera de los condicionalesa — b = a' +a - b (no llueve
o llueve vy llevo paraguas), o a — b = a-b (llueve y llevo paraguas) son
adecuados. Sin embargo, el condicional material a — b = a' + b (no
llueve o llevo paraguas) lo es menos, al ocultar la relacion entre llover
y llevar paraguas.
La operaciona — b = a' - b es un condicional, ya que a - (a' - b) = (a -
a)-b=0-b=0<b.Sin embargo, interpreta el enunciado condicio-
nal en la forma ‘No llueve y llevo paraguas’, que no es satisfactoria.
De la misma forma,a —-b=a +b,sia-b =0, 0a.b, en otro caso, es
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un condicional ya que de a - (a — b) = 0 en el primer caso, y a - (a —

b) = a - b en el segundo, resulta a - (a — b) < b. Como sea que, en las

dlgebras de Boole,a - b =0 implicab=b-a+b-a'=0+a" -b=a"-

b, — se simplifica asi,a = b =b,sia.b=0,0a-ben otro caso, y

facilita la interpretacion:

o Si ‘llueve’ y ‘llevo paraguas’ son incompatibles, ‘llevo paraguas’

o Si ‘llueve’ y ‘llevo paraguas’ no son incompatibles, ‘llueve y llevo
paraguas’, que también es satisfactoria.

Es decir, al abordar la representacion de un enunciado lingiiistico

condicional por una operacion condicional —, la misma debe inter-

pretar correctamente el significado del enunciado en el contexto que

corresponda.

En el caso de los sistemas borrosos basados en reglas, por ejemplo no

siempre se dispone de conocimiento de las negaciones de los antece-

dentes al no corresponder las mismas con ‘hechos’. En tal caso, no

cabe representar las reglas por un condicional a — b en cuya expre-

sion figure a'.

3. Los cuatro esquemas bajo el condicional material y C,

Veamos con algun detenimiento el caso tipico del calculo proposicional
clasico, es decir aquel en que se opera en una estructura de algebra de Boole
(Ly=,+, -, 5 0, 1). Recordemos, que el condicional material a — b se repre-
senta por a’ + b.

3.1.
P={a—b;a},p =a-(a—b)=a-b.Supbéngase queesa-b = 0.
e C(P)={g€L;a-b=sql={g€EL;q=a-b+x;VxELj=a-b+L
Por ejemplo,
e Conx=b,qg=a.b+b=>b(Modus Ponens)
Conx=a,qg=a-b+a=a
Conx=0,g=a-b
Conx=a+b,qg=a+b.
Conj (P)={xEL;a-b+x'}
Por ejemplo, si es x' < a - b, entonces x € Conj, (P)
* Ref(P)={xEL;a-b=sx}={xEL;x=a +0b)].
Por ejemplo, a' + b', a', b" € Ref (P).
e Hyp (P)={h€L;0<h<a-b}
e Sp(P)={s€EL;a-bss &a-bNCs)}

15 AGORA (2013), Vol. 32, n° 1: 7-25



Enric Trillas / Itziar Garcia-Honrado ¢Hacia un replanteamiento del calculo proposicional clasico?

3.2.

P =

{a—=bb}p, =b-(a—>b)=a-b'". Supéngase quea’ -b' =0 (0a

+b=1).

C(P)={qEL;d -b' <q)=d b +L.

Por ejemplo, a' - b' + a' = a' € C (P) (Modus Tollens)
Conj(P)={xEL;a' -b' ¢x'}={xEL;x<4a+Db}.
Por ejemplo a+b+x €& Conj (P).

Ref (P)={xEL;a - b =<x'}={xEL;x=<a+b)
fﬂm(){heLO<h<d.HL

Por ejemplo, h =a' - b' - x € Hyp (P); Vx €L
Sp(P)={sEL:;a b 45 &a - b NCs)

3.3.

P =

{a—= b, b}, pA =b - (a — b) = b. Supdéngase que b = 0.
C(P)={g€L;b=q)=b+L.
Por ejemplo, b + a € C (P)
Conj(P)={xEL;b¢x}={xEL;x£b}.
Por ejemplo si x' < b, entonces x € Conj (P).

Ref (P)={xEL;b=x'}={xEL;x < ')
I@g(){beLO<h<m

Sp.={s€L; b¢s &bNCs)}

3.4.

P =

{a—=b,a}),p, =a - (a—b)=a'. Supongase que a' = O(a = 1).
C={gel;a=sq}l=a +1L.
Por ejemplo, a' + b € C (P).
Conj (P)={xE€L;a £x'} ={x € L; x £ a}.
Por ejemplo, si a < x, entonces x € Cornj (P) y, en particular a + b €
Conj, (P)
Ref (P)={xEL;a' =x'} = {x EL; x < a}
Hyp (P ) (heEL;0<h<a)
Sp,(P)={s€ L;s$a&sNCa'}

Nota

1.

Tanto el Modus Ponens, como el Modus Tollens clasicos, aparecen
claramente en 3.1 y 3.2 y también se observa que en ambos casos se
deducen otros elementos mds que las correspondientes premisas.

En los esquemas 3.3 y 3.4, no s6lo cabe deducir las segundas premisas
by a', respectivamente, sino todos los elementos de la forma b + L
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y a' + L, en cada caso. Se tienen, ademas de la caracterizacion de las
conjeturas, las de las hipotesis y las especulaciones. Asi, en 3.4, si s €
L es tal que a < sy sNCda', s es una especulacion;sies s = a + x = 1, no
puede ser a + x < a', que implica a - (a + x) = a = 0, pero puede ser a’
<a +x, que implica 1 = a + x, luego a + x € Sp (P).
2. En [8], Michael Dummett propone el esquema de razonamiento ‘por
€asos’:
a—=b
a—b
b
que en las dlgebras de Boole es deductivo bajo Ca, ya que (a — b) -
(@ —=b)=(a' +b)-(a+b)=>b,conlatnica condicién b = 0. Como b
=a+da =1, el esquema de Dummett permite deducira +a'y (a - a')'
=a+a,peroalserb=a-a =0,no permite deducira - a'.

4. Los cuatro esquemas bajo el condicional material y C_

Para que se vea como, manteniendo el condicional material, los cuatro
esquemas dependen estrictamente del sistema deductivo empleado, veamos
brevemente que ocurre con ellos al considerar el operador de consecuencias

C. que es mas débil que el C , y que verifica C (P) = C ({p,}) = C=({p }).

4.1.

P={a—b,al.

e C(P)={g€eL;a +b=sdasqgi={a€L;a +b=sq)U{gE L;a=<q).
No se verifica el Modus Ponens,ya quedesera’' +b<b < a +b=>b,
se tendria equivalentemente a’ < b, que no vale en general. De ser a <
b, de nuevo se encuentra una condicién que no es general.

* Conj (P)={x€L;xC(P)}l={xEL;a +btx}N{xEL;a=x'}

* Ref(P)={xEL;x’EC(P))={xEL;a' +b=sx}U{xEL;a=x'}

Nota

Aunque b no se deduce de P, hay muchos casos en los que es b € Conj_(P),
es decir, b es conjeturable dado P. En efecto, si fuese b € Ref (P), bien seria
a + b =<b',bien a < b; en el primer caso seguiria (a'+b) - b=b =0y enel
segundo a - b' = 0. Luego, sib =0y a-b' =0, es b & Ref (P) y por tanto b
€ Conj_(P). En esas condiciones, b es conjeturable de P.
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4.2.

P={a—b; b'}.

e C(P)={g€L;a +b=qlU{gEL; b =q).
No se verifica el Modus Tollens,ya que:a' +b<sa =a' +b=a < b
< a', que no sucede en general. De ser b’ < a’ < a < b, tampoco sucede

en general.

4.3.

P={a— b;b}.

e C(P)={geL;a +b=qfUfaE€EL;b=sql={aE€EL;b=q)=b+L,ya
que b < a' +b. En particular, b, b+a, b+a' se deducen de P.

4.4,

P={a—b;a}

e C(P)={g€EL;a +b=sqlU{gEL;a' =q}={qE€EL;a' =sq}=a" +L,
ya que @' <a' + b. En particular, a', a' + b, a’ + b', se deducen de P.

Notas 4.1

1. En el esquema 4.2 y andlogamente al 4.1, a' también puede conjetu-
rarse de P. Es Ref<(P) = {x EL; x' € C(P)} = {x EL;a' + b=x"} U {x
€ L; b' < x'}, y si fuese a' € Ref (P):
® d+b=<ad=d+b=ad <a-b=0, que no es el caso en general
e b <da < asb, que tampoco es el caso en general.
Asi, de no sernia . b =0, nia < b, cabe conjeturar a' en el esquema
4.2.

2. Por tanto, ni MP, ni MT son esquemas deductivos, pero si conjetura-
bles.

3. A pesar de los fallos de MP y de MT, hay otros de los llamados ‘es-
quemas bdsicos de deduccion’ que se mantienen. Por ejemplo,
* p.q:p,yaqueP={p-qlyp-q=p
* p:p+q,yaqueP={pl,yp=p+q
® DAq:p+q,yaquepAq=(p+q)-(p-q) (diferencia simétrica), y

PAg=p+gq

* PAq:p'+q’, ya que pAq = (p+q) - (p'+q'), Yy PAG < p'+q.

5. Ejemplo: El juego de dados
¢Qué tipo de razonamientos sobre el resultado obtenible hace alguien

que juega a los dados? Para simplificar, supondremos que el jugador tira un
unico dado que no esta trucado.
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La informacién disponible es que el resultado puede ser uno cualquiera
de los nameros 1, 2,..., 6 en cada tirada. Sobre tal informacién caben enun-
ciados como los siguientes.

e Sacar un 6, que corresponde al subconjunto {6} C {1, 2,..., 5,6} =X

e Sacar un numero impar: {1, 3, 5} C X

e Sacar un numero mayor que 3: {4; 5; 6} C X.

Por tanto, el problema puede enmarcarse en el conjunto P(X), de las
partes de X = {1, 2,..., 5, 6} y, por ejemplo:

e No sacar un 6: {6} ={1, 2,..., 5}

e Sacar impar mayor que 3: {1, 3, 5} N {4, §, 6} = {5}.

Es decir, el marco corresponde al adlgebra de Boole (P(X),N, U,), y es
razonable elegir el sistema deductivo dado por C , con § = P(X)- {9}, P =
{X}, yp, = X. Notese que el jugador no va a apostar a ‘no sacaré nada’ (9),
ni va a ser autorizado a apostar ‘sacaré algin numero’ (X); por tanto, los
resultados significativos del juego son, realmente, los subconjuntos en P(X)
- {0,X}. Lo que es deducible es

C.({X}) = {0 ePX):;X C O} = {X},
con lo que:

Conj ({X}) = {PEPX);X L X =0} = {PEPX); P =0} =P(X) - {0} =75,

Hyp ({X}) = {P € P(X); P = Q&P = X} = P(X) - {0,X],

$p, (X)) = 0.

Asi, el jugador sé6lo puede deducir que sacard algin numero entre 1y 6,
y conjeturar las hipoétesis en P(X)-{0,X}. Lo que puede deducir no le sirve
para jugar; lo que le sirve son las hipotesis que puede conjeturar para apos-
tar; el razonamiento deductivo es insuficiente para este tipo de problemas.

6. Condicional e implicacién

Como se advierte en [10] y [13] para el caso del condicional material, los
términos condicional e implicacion no deben confundirse. Un condicional
— es una operacion del tipo L x L — L, en tanto que la correspondiente
implicacion => es una relacion binaria, es decir, un subconjunto de L x L,
que se obtiene al afirmar (absolutamente) el condicional:

(a,b)E=o0a=bssia—b=1.

Condicional e implicacién son términos de naturaleza distinta, como en
la Aritmética lo son la suma y la ordenacién de los nimeros, aunque ambos
estén ligados por la definicion: r < s ssi existe un nimero x tal que s = 7 + x.
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Como se ha dicho, en el caso del condicional material esa — b = a' +
b =1 ssi a < b, es decir, que la implicacion asociada = es, exactamente, la
relacion de orden parcial propia del algebra de Boole y, en el caso del condi-
cional conjuntivo,esa —=b=a-b=1ssia=b =1, con lo cual es == {(1; 1)}.

Cada condicional — permite definir su bicondicional a <= b = (a — b)-(b
— a), que también es un condicional con cuya afirmacién absoluta se ob-
tiene la relacion de equivalencia I6gica: a <> b ssia <> b = 1. En el caso del
condicional material es a <= b = (a'+b)-(b'+a) = a-b+a’-b', que es igual a 1 si
ysOlosiesa=<byb=a,esdecir,a < b ssia = b: la equivalencia ldgica aso-
ciada es exactamente, en este caso, la igualdad propia del algebra de Boole.
En el caso del condicional conjuntivo, esa <= b =a - b, y < = {(1; 1)}: los
enunciados légicamente equivalentes son las tautologias. Cona — b = b, es
== {(a; 1)}, y también <= {(1; 1)}.

Cona—=b=ades=={0;b))ya<b=a-b=1,0a+b=0,conlo
que <= {(0; 0)}: los enunciados equivalentes son las antilogias. Finalmente,
con el condicional no expresable por conectivos

a+b, sia-b=0

a—=b :{a - b, en otro caso,
es=={(1, 1)} U {(0,b)},yaquedea +b=10as<b,siguea-a<a-b=0,
o a = 0. En ese caso es
a-b,sia-b=0

a<b ={a - b, en otro caso,
con lo que es a <= b = 1 ssi cuando los enunciados son incompatibles son
antilogias y cuando no, son tautologias.

En realidad el nombre de ‘equivalencia légica’ de la relacion binaria <
acabada de definir, solo se aviene en el sentido algebraico usual al caso en
que el condicional que permite definirla es el materiala = b =4’ + b. En él,
al ser a <> b ssi a = b, es obvio que <> posee las propiedades reflexiva (a <
a, para todo a), simétrica (a <> b ssi b < a), y transitiva (Sia < b & b < ¢,
entonces a <> ¢); es decir, que <> es una relacion algebraica de equivalencia.
Obviamente, sus clases de equivalencia constan de un tnico elemento: la
clase de a s6lo contiene al elemento a y, por tanto, el conjunto cociente L/<>
es isomorfo al L, puede identificarse con L. Lo mismo ocurre con el caso

o a.b, sia-b=0
del condicional g <= b = {a b, sia-b=0:

Sin embargo, en otros casos como aquel en que <> viene definido por el
condicional conjuntivo a = b = a-b (o por el condicional a = b = a'), en el
cual esa < b ssia = b =1 (respectivamente, sii a = b = 0), se verifican las
propiedades simétrica y transitiva, pero no la reflexiva ya que en el caso del
condicional conjuntivo, y de forma analoga para el condicionala = b = 4/,
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para que fuese g < a para todo a, deberia ser a - a = 1, es decir, a = 1: no

habria mas elemento que 1 y L no seria un algebra de Boole. Para obtener

una equivalencia algebraica basta modificar la definicién en la forma:
a<*bssia=b,6a=>b=1siay b son distintos.

Que la implicaciéon asociada al condicional material coincida exacta-
mente con el orden parcial del dlgebra de Boole, y la equivalencia con la
igualdad, hace extrano que en el calculo proposicional clasico no se consi-
deren directamente tal orden y tal igualdad.

Ademas, los operadores C y C_ reproducen, por la via ‘a < b ssi b €
C({a}), el orden parcial del algebra de Boole:

bssib € C ({a}) = C_({a}) ssia = b; supuesto a = 0.

En este sentldo tanto esos operadores como el condicional material,
estan bien ligados a la estructura de orden del dlgebra de Boole. Otra razén
que hace extrafio que, en el calculo proposicional clasico, no se tenga en
cuenta el orden parcial del dlgebra de Boole, una estructura que representa
perfectamente el tal calculo.

7. Condicionales booleanos

Si &= (L,s, -+, ;0, 1) es un algebra de Boole, las funciones de dos va-

riables de la forma

fla,by=0-a-b+p-a -b+y-a-b+d-a.b,
con los coeficientes a, f, y, d en {0; 1} C L reciben el nombre de funciones
booleanas.

Un condicional booleano, o material, es un condicional que puede escri-
birse en forma de una funcién booleana. De ellas hay ocho, que se encuen-
tran como sigue.

Dea—b=a-a-b+p-a -b+y-a-b' +d-a -b' <a +b=(a-b'), sigue
y-a-b' =0yy=0;conello

e g-(a—=b=z=a-(a-a-b+p-a -b+d-a-b)=a-a-bs<b

e b-(a—=b)=b - -(oo-a-b+p-a-b+d-a-b)=06-a b =a
es decir, si = 0y & = 0, las funciones booleanasa = b=0-a-b+p-a" . b
+y-a-b' +06-a - b verifican tanto el Modus Ponens (MP), como el Modus
Tollens (MT). Por lo tanto, se tiene la tabla:
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No|a|B|d|a—b MP | MT
M 1|11 ab+a-bra-b=z=bra-b=a+b | S| S
2)(1]1]|0|a-b+a -b=>b SI |NO*
3)|1]0]0]a-b SI |NO*
(4)10[{0]|0]|O0 NO*| NO*
Gy lolol1]a-v NO*| oI
6) |0 1|1 |a-b+a-b=4a NO*| SI
7 10[ 1[0 a-b NO* | NO*
@) (10| 1] a-b+a -b=@+b-@b+a ST | sI

Los casos en los que la verificacion del MP o MT se marca con NO*, se
debe a que nos encontramos ante situaciones del tipo 0 < b 0 0 < a', que no
son en absoluto informativas ya que equivalen a b € L o a’' € L, respectiva-
mente. Por otra parte, se excluy6 la posibilidad p = 0.

Nota 7.1 Las inecuaciones a - (a = b) <b (MP) y b' - (a = b) <a’ (MT),
no se verifican vinicamente para funciones booleanasa - b=o.-a-b +p -
a-b+d-a -b'. Porejemplo, la antes citada

a+b, sia-b=0
aab:{a-b, sia-b=0,
no es booleana ya que de serlo y si a-b = 0, seria p-a’ -b+6-a’ -b' = a'+b y no
hay ninguna combinacion (B, 8) en {0; 1} que la verifique:

8. Conclusiones

8.1.

Para establecer el calculo proposicional clasico es necesario no sélo dis-
poner de un conjunto de elementos o férmulas, sino ademas los conectivos
con los que puedan formarse tales férmulas, asi como las que quepa deducir
de ellas; es necesario, por tanto, establecerlo en una estructura algebraica
¢ =(L,s, -,+,'; 0, 1), en la que L representa los elementos a considerar, .
representa la ‘conjuncion y’,+ la ‘disyuncion o’, ' la ‘negacion n0o’, 1 las
tautologias y 0 las antilogias. Ademads, se precisa un operador — capaz de
representar los enunciados condicionales Si/entonces. Tal calculo no sélo
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presenta las propiedades tipicas de los orto-reticulos, sino que al sera - b +
a-b'=a-(b+b')=a-1=a,porvalerlaley distributiva, es necesariamente
un algebra de Boole de la que, usual y sorprendentemente, en el calculo
proposicional no se tiene en cuenta su orden parcial ‘a < b ssia - b = a ssi
a+tb=bssia +b=1siib=a+a - b’

8.2.

Este breve articulo tiene por objetivo poner de manifiesto tres hechos. La
indispensabilidad de encuadrar el calculo proposicional clasico en el marco
de las dlgebras de Boole; la de emplear el mayor sistema deductivo posible
en las algebras de Boole, en el cual y atn oculto, se ha basado siempre el
calculo proposicional clasico y, finalmente, la de representar los enunciados
condicionales mediante el llamado condicional material que, en las dlgebras
de Boole, no es s6lo el mayor de los condicionales, sino, también, contrasi-
métrico y definidor del orden parcial (p =< q) cuando este se afirma como la
tautologia p — g = 1.

De pretender establecer el calculo proposicional en estructuras algebrai-
cas distintas de las booleanas, lo anterior deja de verificarse. Por ejemplo,
tanto en los orto-reticulos no booleanos, como en las algebras de De Mor-
gan no booleanas, el condicional material no verifica el Modus Ponens; ade-
mads, no existe ningn condicional maximo sino, a lo mds, maximal y que,
ademas, no es contrasimétrico. Por ejemplo, en los reticulos ortomodulares,
el contrasimétrico del condicional (maximal) de Sasakia = b =4 +a - b,
es el llamado de Dishkanta — b = b + a' - b’, que también es maximal [2].

Debe notarse que en las dlgebras de Boole y gracias a las leyes distribu-
tivas, esos dos condicionales colapsan en el material: a'+a - b = (@' + a) - (@'
+b)=1-@+b)=a +b;b+a -b'=b+a)- b+b)=b+a)-1=b+
a' =a' + b. Analogamente, excepto en las algebras de Boole, el operador Ca
no es el mayor posible y hasta pueden existir operadores de consecuencias
no comparables con él.

Por todo ello, el marco natural del calculo proposicional clasico es el
algebra de Boole. Un marco en el que, como se ha dicho en el apartado 2,
son indistinguibles los conceptos de contradiccion (a <b' oa —=b'=1)e
incompatibilidad (a - b = 0).

8.3.

El calculo proposicional booleano o clasico es propio para la deducciéon
con enunciados precisos. Tan pronto se consideran, junto a estos enuncia-
dos, otros que no son precisos y bivaluados, el cdlculo del que nos hemos
ocupado solo rige para los segundos y deja de valer en cuanto una sola
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premisa no es precisa. Si, por ejemplo, se intenta deducir con enunciados
precisos e imprecisos, hay que emplear la llamada logica borrosa [18] en
la que, por ejemplo, el Modus Ponens sé6lo vale en algebras de conjuntos
borrosos estrictamente dependientes de la particular representacion que, en
funcién del contexto, el uso de los términos en las premisas, y el propdsito
con el que se usen, quepa escoger para los enunciados condicionales [19].
Ningtn algebra de conjuntos borrosos es un algebra de Boole, ni siquiera
un orto-reticulo y sélo existe un tipo de ellas que son reticulos y, en ese caso,
algebras de De Morgan [12].
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